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GRUPO I

Sabe-se que:

P(ANB)=06P(AUB)=06P(AUB)=1-06cP(AUB)=04
© P(A)+P(B)-P(ANnB)=04

Logo,
02+03-P(ANnB)=04<P(ANB)=0,1.
P(ANB)
Como P(A|B) = W,temos que:
0,1
P(AB)=—".
CIDE
Assim, P(A|B) = %
Resposta correta:
Versdo 1: A
Versdo 2: B

Como se trata de uma distribuicdo binomial em que a probabilidade de sucesso € 0,4 e o nimero

de experiéncias € 5 entdo, a probabilidade de encestar exatamente 4 vezes ¢ igual a:

5c4 x 0,4% x 06" = 0,0768

Resposta correta:

Versao 1: C

Versdo 2: B
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Dado que:
loga (ab3) =5 loga (a) + 3loga (b)=5 =1+ 3loga(b)= 5, pois a e b sdo ambos positivos,

temos

5 4
loga (b)= 5 = loga(b)z 3

Mas,
( ) loga (a |
log, (a)= pelo que,
b
log ()
1 3
log, (a)= 7 & log, (a)= "
3
Resposta correta:
Versao 1: B
Versao 2: A

lim £ (u, ) = 1im(1n(einn =1im(ln(%j_1] = —lim ln(§j = —In( +o0)=— o

limite notdvel

Resposta correta:

Versdo 1: A
Versao 2: C

Calculemos a area do tridngulo [ POR ] em funcdo de o :

Area[PQR] = QR+M , sendo a altura igual a 2 X OR.

e . T
Ora, OR = |cos(7r +oc)‘ = |-cosa| = cosar, pois ¢ € }05{
Sabe-se que P(Cosa,sena) ,com cosor >0 e sena >0, entdo 2 X OR = 2 X senc .

cosa X 2 X sena _ sen(2a)

Portanto, Area[ POR] = 5 = 5

Resposta correta:

Versao 1: D
Versao 2: C
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As raizes de indice 6 do nimero complexo w t€m como imagem geométrica os vértices de um
hexdgono regular centrado na origem do referencial e inscrito numa circunferéncia de raio igual ao

modulo de z que é uma das raizes de indice 6 de w .
Como z = 3 + 4i, o raio da circunferéncia é |z| =4 32 + 42 =25 =5 e como o lado do
hexdgono tem comprimento igual ao raio da circunferéncia que o circunscreve, entdo o perimetro

do hexdgono igual a:

6 x|z|=6x%x5=30

Resposta correta:

Versao 1: C

Versdo 2: B

Como a circunferéncia estd inscrita no quadrado, a medida do comprimento do seu didmetro é

igual 2 medida do comprimento do lado do quadrado.

1
Sendo [ a medida do lado do quadrado e r a medida do raio da circunferéncia, entdo r = 5

Dadoque [ =5 —-1=4,entior = 2.

As coordenadas do centro da circunferéncia sao ( 4+0 , ! ; 5) ,1sto €, (2 , 3) .

Uma condicdo que define a circunferéncia de centro (2 , 3) e raio 2 é:
(x-2+(y-37=4

Resposta correta:

Versao 1: C

Versdo 2: D

4 = Lot 8- 4 ~
Como (un) € uma progressao geomeétrica pOdeOS ESCrever ug = Uy Xr . sendo r arazao

da progressao.
Assim,
ug =u, xrt < 8192=32xr" o r*=25.

A progressdao geométrica ( u, ) ¢ mondtona pelo que arazdo r é um nimero real positivo. Entdo,
4

r' =25 < r=%Y256 < r=4.

Como (un) € uma progressdo geométrica de razdo r = 4 tem-se:

Us = Uy XT S Uus =32 x4 < uy =128

Resposta correta:

Versao 1: B

Versao 2: C
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GRUPO 11

No contexto da situacdo descrita P ( A |B) ¢ a probabilidade de o produto dos ndmeros das fichas
retiradas ser impar, sabendo que a soma dos nimeros das fichas retiradas € igual a 10.

Os casos possiveis correspondem aos pares da forma ( u, v) cuja soma dos nimeros u e v é
igual a 10 e esses pares s@o os seguintes:

(1,9),(2.8),(3,7).(4.6).

Destes casos possiveis, os casos favordveis sio ( 1 ,9) e ( 3,7 ) , pois s@o os pares

correspondentes aos casos em que os produtos dos dois nimeros é impar.

. . . 2
Assim, usando a regra de Laplace, a probabilidade pedida é 7

Apresentando o resultado na forma de fracdo irredutivel a resposta é

N | —

1.2.
Como o tabuleiro possui 4 filas na horizontal, existem 4 possibilidades diferentes de colocar os
nimeros pares ocupando uma unica fila horizontal.

Fixada uma fila horizontal hd 4! formas diferentes de dispor essas 4 fichas pares nessa fila.

Para distribuir as restantes 5 fichas nos 12 espacos livres do tabuleiro existem 12A5 maneiras
diferentes de o fazer.

Assim, o ndmero pedido é dado por:

4x«x1%5:9uwm
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Escrevendo —1 + i na forma trigonométrica temos —1 + i = pcisa , onde:

e p=llail= (-1 +12 =42

e ¢ ¢ um argumento de —-1+i com o €2° quadrante e tgo = Ll = -1, vem
o=7r— % = %[ (argumento positivo minimo).

. . 3 . .
(Note-se que podiamos ter considerado o = i referindo que o complexo —1 + i que
pertence ao segundo quadrante estd sobre a bissetriz dos quadrantes pares.)
. . . (37
Assim, -1 + i = J2 cis (T)

Substituindo em z , temos:

. ( 3¢

B 4 _ \/5018(4) _ \/5 . 3 "

Z—ﬁﬁz—z'iﬁz——zCls——
(pciso) p 2cis(20) p 4

) . . . (3m )
Escrevendo, agora, w na forma trigonométrica temos w = —+2i = V2 cis (7 , pois w

pertence ao semieixo imagindrio negativo das ordenadas.

Considerando a igualdade z = w, temos:

I=w & @cis(% - 29) = ﬁcis(%),ouseja:

Joj
V2 ) SN ;

° —2=\/§ op2=lep=1vp=-1& p =1,porque o médulo é um nimero
Jo
positivo.
RY/3 RY/3

o — —20=—+2kn, kel
4 2

Resolvendo a equacio % - 20 = 37” + 2k, k € Z ,obtemos:

3—7t—29=3—n+2kﬂ,keZ<:>29=3—ﬂ—6—n+2k7t,keZ<:>
4 2 4 4

@29:—%+2kn,kez

@6:—%+kﬂ,kez

Procuremos 6 € |0 , 7 |:

Sek=0,tem059=—3§§£]0,ﬂ[

Sekzl,temosezs?ﬂe]o,n[

Sek=2,tem059=%e]0,ﬂ[

Logo,pzle@:%.
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3.
3.1.

Como o vetor de coordenadas ( 3,2,4 ) é um vetor normal ao plano o entdo é um vetor diretor
da reta perpendicular a0 mesmo. Assim, uma equacio vetorial da reta perpendicular ao plano o e

que passa no ponto C €& (x,y,z) = (2,1,4) +k(3,2,4),ke]R.

3.2.
UmvetordiretordaretaODéO‘BzD—0=(4,2,2)—(0,0,0)=(4,2,2).
A reta OD ¢ definida pelas equacdes cartesianas:

x—4 y-12
4 2
y—2 z-2
2 2

Intersectando com o plano ¢, vem:

3x + 2y +4z7-12=0 3x+2y+4z-12=0 3x+ 2y 4 dz 120

x-4_y-2 olra220-2 X—4=2y—4 PN
4 2 2

y-2 z-2 y—-2=z-2 y=z

2 2
3x+2y+4z-12=0 3x2y +2y+4y—-12=0 12y =12 y=1

S x =2y &3 x =2y Six=2y &<4x=2

y =7z y=2z y =7z z=1

Logo, as coordenadas do ponto de intersec¢do da reta OD com o plano ¢ sdo ( 2,1,1 ) .

33.

Tem-se que:

e 0 ponto A pertence ao semi-cixo positivo Ox. Logo, as suas coordenadas sdo do tipo
A(x,0,0),com x>0.

e 0 ponto B pertence ao semi-cixo positivo Oy. Logo, as suas coordenadas sdo do tipo
B(O,y,O),com y>0.

e o ponto P pertence ao eixo Oz, sendo a sua cota ndo nula. Logo, as suas coordenadas sdo do
tipo P(0,0,Z),com z#0.

Tem-se que APB = PA-PB . Como cada um dos pontos A, B e P pertence a um eixo

coordenado diferente, os vetores P4 e PA nunca sdo colineares, pelo que o dngulo APB nunca é

nulo. Logo, para provar que o angulo APB € agudo basta provar que PA-PB > 0 . Assim, como
PA=(x,0,0)-(0,0,z)=(x,0,-z) e PB=(0,y,0)~(0,y,-2)=(0,y,-2z),entdo
PA-PB = ﬂz(x,O,—z)(O,y,—z): 22 e 2> 0, Vz#0.

Portanto, PA-PB > 0 .Logo, o angulo APB ¢ um angulo agudo.
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4.
4.1.
Considerando o dominio da func@o f se existir assintota obliqua ela ocorrerd quando x — + oo .

Sendo assim, procuremos uma reta de equagdo y = mx + b, com m e b pertencentes a R e

m # 0,emque lim /) =m e lim (f(x) - mx)=b.Assim,calculemos m e b:
x40 X X = +oo
G T e LE (f _m_x): lim (1 _ln_sz
X >t X X —> +oo x X oo N A x X = +oo X
- dim Mooy
x 400 X
limite notdvel
b= lim (f(x)-mx)= lim ((x-1Inx)-x)=- lim In(x)=—e
X — +oo X — +oo X — +oo
Dado que lim ( f (x) - mx) = —oo podemos afirmar que o grédfico da funcdo f ndo tem

X —>+oo

assintota obliqua.

4.2.

Para estudarmos a monotonia da funcdo f e a existéncia de extremos relativos no intervalo

} 5 0 [ , determinemos a expressdo analitica da primeira derivada de f .

F(x) = L2C+OZ—€(:1;§X)j _ (2 + sen(x)) x cos(xC)O;Z((i(;s(x)) x (2 + sen(x))

COS()C) X COS(X) - (—sen(x)) X (2 + sen(x))

cos” (x)

cos® (x) + 2sen(x) + sen®(x)

cos” (x)
1 + 2sen(x)

COS2 ()C)

Calculemos os zeros da primeira derivada de f :
1 T
1 + 2sen(x) = 0 < sen(x) = -5 e sen(x) = sen A

<:>x=—%+2k7rv x=ﬂ—(—%j+2kﬂ,keZ<:>

7
@x:—%+2knv x:?n+2kn',keZ<:>
T
No intervalo considerado s6 x = —g ¢ solugdo da equagéo 1 + 2sen(x) =0.

Como cos’ (x) >0, Vx € } —% , 0 [ , 0 sinal da derivada depende apenas do sinal da expressao

1 + 2sen(x).
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Estudando a varia¢do do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fun¢do, vem:

T T
X —5 —g 0
f(x) | nd - 0 + nd.

f(x) n.d. \ Min. / nd.

Dado que:

2 + sen| -~ _ ! 3
e

2 2

Por observagdo da tabela, verificamos que a funcéo f :
L. . . T
e tem um minimo relativo igual a NG para x = —g .

e ¢ mondtona decrescente no intervalo }—5 ,——[ e mondtona crescente no intervalo

2]

4.3.

Seja y= mx + b aequagio dareta r.

. p . ~ . 1 ~
Considerando que a reta r € tangente ao griafico da funcdo f no ponto de abcissa 5 entao

e (1)

1
A funcdo derivada de f para x > 0 é dada por f’(x) =1-—.
b
- 1
Temos entdo que: m = =1 — T°= 1-2=-1.
2

. ~ . 1 ~
Como a reta é tangente ao grafico da funcdo f no ponto de abcissa > entdo o ponto

1 1
( 5  f ( 5 D pertence a reta e permite-nos determinar o valor de b.

1 1 1 1 1
Dado que f( 5) = 5" ln(z) = 5~ ln(2“): ) + ln(2) e considerando que a reta r é

definida por uma equagio da forma y= —x + b , obtemos:
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%+ln(2): —%+b(:)b=1+ln(2).

Assim,aequacdodaretar é y= —x + 1 + ln(2).

Recorrendo a calculadora grafica obtemos a representacio grafica da funcdao f e dareta r no

intervalo :| _r ,3 |: :
2

~1,19 0,17 0

e
8

y=—x+1+1In(2)

De onde se verifica que as abcissas dos pontos A e B sdo, respetivamente, —1,19 ¢ —0,17 com

uma aproximacao as centésimas.

5.
5.1
Como o empréstimo serd pago em prestacdes mensais de 24 euros, temos:
p =24 e x =0,003.
Substituindo estes valores na expressdo conhecida, e resolvendo a equagio, vem:
600 x 0,003 —0,003n —0,003n 24 — 1,8
24=1__w<:>24—246 =1,8<:>€ :T@
_ 1 2
o 00 _ 0 025 e ~0,003n = 1n0,925 < n = M09
—-0,003
In0,925 ., e s
Como —0.003 = 26, concluimos que o José ird demorar 26 meses a pagar o empréstimo.
5.2.

Calculando o valor do limite, em fun¢do de n, vem que:

600x . 600 x 0 0 0 0 . -
lim ———= = lim — = T = = o (indeterminagao)

x—>01_e x—>01 e 1 —e
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Fazendo a mudanga de varidvel: y = —nx < x =—

S <

Como x > O entdo y > 0

e assim,
y
600(—) Yy
fim —00%%  _pm V) | —600 x —2—
_ o y 1 = ¢
x—0 1 e y—0 _n(_j y >0 e
1-e "
y X = 1 y
= lim (-600)x | lim — | =-600 x lim — x| lim =
y =0 y =0 1-¢’ y 0" y—0 1-¢
1 . y 1 . y
=-600 Xx— x| lim —————|=-600 Xx— X|-1lm ———|=
n y =0 _(—1+€y) n y—>0 8}—1
-1
y
-1 _
L0 |y ] 60 60
n y—0 y n n

limite notdvel

Ou seja,se x — 0,0 que corresponde a uma taxa de juro arbitrariamente préxima de zero, entdo
= L . 600
a prestacdo mensal serd arbitrariamente proxima de — , o que corresponde a pagar o montante
n

do empréstimo (600 euros) em n parcelas iguais, durante n meses.

Como g(x) =x+le g(x) — x —1=0, entdo provar que a equagio g(x) =x+1¢é
possivel no intervalo ] a, g(a) [ ¢é equivalente a provar que a equagdo f ( x) = 0 é possivel no
intervalo] a, g(a) [,com flx)=g(x)-x-1

A funcdo f € continua em R, por ser a soma de duas fun¢des continuas, a fungdo g e a funcgéo

afim definida por y = —x — 1. Em particular a fungdo f & continua no intervalo [ a, g(a) ].
Cilculos auxiliares:

fla)=gla)-a-1= g(a)-(a+1)

Como g(a) > a+ 1,entio g(a) — (a + 1) > 0,ouseja, f(a)>0.

f(s(a)) =s(g(a)) —g(a) -1=a-g(a)-1=-g(a) +a-1

Como g(a)>a +1,vem

—g(a)<—a—1<:>—g(a)+a—1<—a—1+a—1 @f(g(a))<—2:f(g(a))<0
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Assim, f( a ) e f(g( a )) tém sinais contrdrios.

Logo, como f( a ) X f(g( a )) <0 e afuncdo f € continua em [ a, g(a) ] , pelo corolario do
teorema de Bolzano conclui-se que a fun¢do f tem pelo menos um zero em ] a, g(a) [, pelo
que a equacao g( x) = x + 1 tem pelo menos uma soluc¢éo no intervalo ] a, g(a) [ .

FIM
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